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VOORWOORD

Het onderhavige rapport is geschreven in het kader van een stage bij de afdeling
Houdings- en Bewegingsonderzoek van het Nederlands Instituut voor Praeventie-
ve Gezondheidszorg (NIPG-TNO). De eerste auteur is student Werktuigkundige
Medische Technologie aan de Technische Universiteit Eindhoven (TUE). De
stagebegeleiding was in handen van drs. N.J. Delleman (NIPG-TNO), tevens
tweede auteur, en dr.ir. A. Sauren (TUE). Ir. C.W. Spoor (Rijksuniversiteit Lei-
den) en dr.ir. H.J. Woltring hebben het rapport van deskundig commentaar voor-

zien.
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SAMENVATTING

In het kader van het project '3D-kinematische modelvorming’ om houdingen en

bewegingen kwantitatief te beschrijven is een inventarisatie gemaakt van be-

staande kinematische modellen. Deze inventarisatie, bestaande uit een literatuur-

onderzoek, leverde twee hoofdgroepen van modelvorming:

1. de Euler-hoekenmethode;

2. de Schroefasmethode.

De Euler-hoekenmethode maakt gebruik van drie Euler-hoeken. Het voordeel

van deze methode is de koppeling van de drie Euler-hoeken, mits goed gedefi-

nieerd, aan functioneel-anatomische termen als f lexie/extensie, ab-/adductie en

endo-/exorotatie. Nadelen van deze methode zijn:

1. de rotatievolgorde-afhankelijkheid van de drie Euler-hoeken;

2. geen directe mogelijkheid tot vergelijking met resultaten van anderen;

3.  het bestaan van twee oplossingen, in de literatuur bekend als Codman’s Pa-
radox;

4. het bestaan van een singulariteit, in de literatuur bekend als Gimbal-Lock.

Met de schroefasmethode wordt de beweging van een lichaamssegment beschre-
ven als een beweging om en langs een gegeven lijn in de ruimte. Het voordeel
van deze methode is de goede mogelijkheid tot vergelijking met resultaten van
onderzoek door anderen. Nadelen van deze methode zijn:

1. geen kwantitatieve koppeling met f unctioneel-anatomische termen;

2. de onbepaaldheid van de schroefasparameters wanneer de rotatiesnelheid

gelijk of ongeveer gelijk aan nul is.

iii
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1. INLEIDING

1.1 Algemeen

Het houdings- en bewegingsonderzoek op het Nederlands Instituut voor Praeven-
tieve Gezondheidszorg TNO (NIPG-TNO) is primair gericht op de preventie van
arbeidsgebonden aandoeningen van het bewegingsapparaat. Bij het opsporen van
oorzaken van aandoeningen en bij het formuleren van preventieve maatregelen
zijn de beschrijving en beoordeling van houding en beweging van wezenlijk be-
lang.
In de periode 1991-1992 loopt op het NIPG-TNO het project *3D-kinematische
modelvorming’. Het doel van dit project is het verkrijgen van een kinematisch
model waarmee houdingen en bewegingen in drie dimensies kwantitatief kunnen
worden beschreven.
Het project is onder te verdelen in vier fasen:
1. inventarisatie van bestaande modellen;
2. Dbeschrijving en vergelijking van bestaande modellen;

keuze van een model op grond van voor- en nadelen van bestaande model-

len;
4., verwerving van computerprogrammatuur.
Dit verslag omvat de eerste twee fasen en is afgebakend tot modellen die aanslui-
ten bij de stereometrische meetmethoden. Dit zijn methoden die de houding en
beweging van het lichaam met behulp van licht of ultrageluid meten. Het NIPG-
TNO heeft de beschikking over het stereometrische VICON-meetsysteem. Het
VICON-systeem bestaat uit vier camera’s, computerapparatuur en -programma-
tuur. Op het lichaam worden kleine markeerpunten aangebracht, die vanuit de
camera’s beschenen worden met licht. Als gevolg van de retroreflecterende eigen-
schappen van de markeerpunten worden deze in het videobeeld helderder weer-
gegeven dan de omgeving. Hierdoor is een semi-automatische herkenning van de
markeerpunten mogelijk. Indien een markeerpunt door tenminste twee camera’s
wordt waargenomen kan de driedimensionale positie van het markeerpunt worden

bepaald (figuur 1.1).



Figuur 1.] Ruimtelijke positiebepaling van een markeerpunt met behulp van
twee camera’s
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1.2 Kinematische modelvorming

Binnen de biomechanica is de kinematica de discipline die zich bezig houdt met
de beschrijving van houding en beweging. De krachten die deze houding en be-
weging veroorzaken worden buiten beschouwing gelaten. Bij de kinematische
modelvorming worden lichaamssegmenten (bijvoorbeeld onderarm of bovenbeen)
als starre lichamen gedefinieerd. Een lichaamssegment is star indien de afstand
tussen twee willekeurige punten op dit lichaam ten alle tijde gelijk blijft.

In een kinematisch model worden lichaamssegmenten met elkaar verbonden door
middel van gewrichten. Lichaamssegmenten kunnen ten opzichte van elkaar
transleren en roteren. De translatoire bewegingsvrijheid in een gewricht is meest-
al klein en wordt in dit verslag buiten beschouwing gelaten. Aangenomen wordt
dat de fysieke belasting tijdens arbeid veroorzaakt wordt door de rotatiestanden
van lichaamssegmenten.

De beschrijving van houding en beweging van lichaamssegmenten in het hou-
dings- en bewegingsonderzoek binnen het NIPG-TNO heeft tot op heden een
quasi driedimensionaal karakter, gebaseerd op tweedimensionale projecties. Deze
projecties zijn veelal een adequate weergave van houding en beweging. Het li-

chaamssegment wordt beschouwd als een rechte lijn tussen twee markeerpunten



op het lichaamssegment. Echter bij een niet onaanzienlijk aantal werkzaamheden
is een quasi driedimensionale voorstelling niet toereikend. In deze gevallen is een
volledige driedimensionale voorstelling van de stand van een lichaamssegment
gewenst. De stand van een lichaamssegment kan hierbij worden beschreven ten
opzichte van verschillende codrdinaatstelsels, zoals bijvoorbeeld het bol coordi-
naatstelsel, het cylindrische coérdinaatstelsel of het cartesische coordinaatstelsel.
Het meest gebruikte codrdinaatstelsel is het cartesische, waarbij de codrdinaatas-
sen loodrecht op elkaar staan. Binnen dit codrdinaatstelsel kan de stand van het
lichaamssegment met behulp van verschillende methoden worden vastgelegd. Dit

verslag beschrijft de twee beschikbare methoden, i.c. kinematische modellen.

1.3 Leeswijzer

Het onderzoek uitgevoerd ter invulling van de eerste twee fasen van het project
(zie § 1.1) wordt in de volgende hoofdstukken gerapporteerd. De methode van
onderzoek wordt in hoofdstuk 2 besproken. De hoofdstukken 3 en 4 doen verslag
van de twee methoden van kinematische modelvorming. Elk van deze twee
hoofdstukken is opgesplitst in drie delen. In het eerste gedeelte wordt de betref-
fende methode in begrijpbare taal omschreven voor de niet-wiskundig onderleg-
de lezer. Het tweede gedeelte bevat voornamelijk formules en is voor de wiskun-
dig onderlegde lezer bedoeld. In het laatste gedeelte wordt een voorbeeld van de
methode gegeven. In hoofdstuk 5 worden deze twee methoden vergeleken aan de
hand van voor- en nadelen. Hoofdstuk 6 bevat de conclusies van het onderzoek
en een aanbeveling voor het te gebruiken kinematische model. De meest voorko-

mende symbolen en definities zijn in een bijlage opgenomen.



2. DE LITERATUUR

Voor de inventarisatie van de bestaande modellen, fase 1 van het project, is ten
eerste een literatuuronderzoek gepleegd. De literatuur werd via onderstaande
ingangen verzameld:

1. literatuurbestand van de afdeling Houdings- en Bewegingsonderzoek van het
NIPG-TNO;

2. literatuurbestand van de Technische Universiteit Eindhoven;

3. computer-literatuurbestand CD-ROM (trefwoorden kinematics, biomecha-
nics, Codman’s Paradox, human segments, helical angles, joint angles, joint
motion en three-dimensional movement);

4. tijdschriften Journal of Biomechanics en Human Movement Science (jaar-
gangen 1990 en 1991).

Vervolgens is er contact geweest met deskundigen. Deze deskundigen werd een

lijst van geraadpleegde literatuur ter controle en aanvulling voorgelegd.

De inventarisatie leverde twee hoofdgroepen van bestaande modelvorming:

1. de Euler-hoekenmethode;

2. de Schroefasmethode.

Deze twee hoofdgroepen van bestaande modellen worden in de hoofdstukken 3

en 4 beschreven (fase 2 van het project).



3. EULER-HOEKEN

3.1 Algemene beschrijving

De stand van een lichaamssegment kan worden beschreven met behulp van Euler-hoe-
ken. Deze hoeken zijn vernoemd naar de wiskundige L. Euler, die ze in 1748 introdu-
ceerde. Geronimo Cardano publiceerde omstreeks 1800 de uitbreiding van Euler’s
werk, welke hier wordt beschreven. In de meeste publikaties wordt voor deze uitbrei-
ding echter steeds de term Euler-hoeken gebruikt. Om verwarring te voorkomen zal
in het vervolg ook deze term worden gehanteerd.

De beschrijving van de houding en beweging van lichaamssegmenten begint met het
definiéren van één globaal en twee lokale cartesische codrdinaatstelsels. Het globale
coordinaatstelsel is ergens willekeurig in de ruimte gedefinieerd. De twee lokale coor-
dinaatstelsels worden elk verbonden met één van de lichaamssegmenten. Eén lokaal
codrdinaatstelsel is verbonden met het lichaamssegment dat zich distaal van het ge-
wricht bevindt en één is verbonden met het lichaamssegment dat zich proximaal van
hetgewricht bevindt. Hetdistale lokale codrdinaatstelsel wordt aangeduid met(XYZ),
het proximale lokale coérdinaatstelsel met (xyz).

De begin- en eindstand van een lokaal codrdinaatstelsel worden gemeten ten opzichte
van het globale codrdinaatstelsel. Deze twee standen meet men met behulp van drie
of meer, nietop één lijn liggende, markeerpunten op het lichaamssegment. De onder-
linge posities van de markeerpunten leggen het lokale codrdinaatstelsel vast (zie §3.2
voor een nadere beschrijving). Meting van de markeerpuntposities in de begin- en
eindstand van het lokale coordinaatstelsel levert de rotatie- en translatiebeweging van
het lichaamssegment. Zowel voor het lichaamssegment distaal als hetlichaamssegment
proximaal van het gewricht berekent men de rotatie- en translatiebewegingen. De
rotaties in het gewricht worden berekend uit de relatieve beweging van het distale
lichaamssegment ten opzichte van het proximale lichaamssegment. Hiervoor is een
definitie van de Euler-hoeken nodig. Euler-hoekenroteren hetene lokale coérdinaat-
stelsel naar het andere lokale codrdinaatstelsel. Voor een drie-dimensionale beschrij-
ving van de standen van deze codrdinaatstelsels zijn drie Euler-hoeken nodig.

De meest gebruikte naamgeving voor Euler-hoeken is ¢ (phi), ¢ (theta), en % (psi).



Een veel gebruikte definitie van de Euler-hoeken is (figuur 3.1):

. eerst een rotatie ¢ om de Z-as van het proximale lokale codrdinaatstelsel;

. vervolgens een rotatie § om de geroteerde Y-as (weergegeven door y’) van het
proximale lokale co6rdinaatstelsel;

. tenslotte een rotatie ¥ om de tweemaal geroteerde X-as (weergegeven door x’’)
van het proximale codrdinaatstelsel.

Na de laatste rotatie valt het proximale codrdinaatstelsel (XYZ) samen met het distale

codrdinaatstelsel (xyz).

Figuur 3.1 Een veel gebruikte definiéring van Euler-hoeken
(a) Het proximale lokale codrdinaatstelsel;
(b) rotatie ¢ om de Z-as;
(c) rotatie § om de y’-as;
(d) rotatie ¥ om de x’’-as;
(e) het distale lokale codrdinaatstelsel.

X

Belangrijk bij de definitie van Euler-hoeken is de volgorde van de drie afzonderlijke
rotaties. Figuur 3.2 verklaart dit met behulp van twee rotaties: als men eerst een rotatie
van x graden om de x-as uitvoert en daarna een rotatie van y graden om de y-as, dan
is de eindpositie anders dan wanneer eerst een rotatie van y graden om de y-as en
daarna een rotatie van x graden om de x-as uitvoert.

Als er sprake is van drie rotaties, dan zijn er zes verschillende rotatievolgorden die
alle een andere eindstand van het lichaamssegment geven. Van deze zes rotatievolgor-
den zijn er drie cyclisch en drie niet-cyclisch. De drie cyclische volgorden worden
in de wiskunde weergegeven als 123, 231 of 312 en de drie niet-cyclische als 321,
213 0of 132(1, 2 en 3 zijn rotaties om respectievelijk de x-as, y-as en z-as). Er bestaat
een wiskundig verband tussen cyclische en niet-cyclische rotatievolgorden. In § 3.2
wordt hierop dieper ingegaan. De meest gebruikte rotatievolgorden zijn de 123-, 312-,
132ende213-rotatievolgorde. Verschillen tussen rotatievolgorden kunnen behoorlijk

oplopen (zie § 3.2, tabel 3.1 ).
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Figuur 3.2 Volgorde-afhankelijkheid van rotaties

Om nu de drie Euler-hoeken te kunnen berekenen is er een wiskundig verband nodig

tussen het distale en het proximale lokale codrdinaatstelsel. Dit verband ligt vast met

behulp van een rotatiematrix. Deze rotatiematrix is op twee manieren bepaald op basis

van:

1. de keuze van de drie Euler-hoeken (¢, ¢, ¥) met bijbehorende rotatievolgorde
(definities);

2. meting van de markeerpuntposities.

De vergelijking van deze twee rotatiematrices geeft dus een verband tussen enerzijds
de gekozen definitie van de Euler-hoeken en anderzijds de markeerpuntposities, waar-
uit men dan de Euler-hoeken kan berekenen (zie § 3.2 voor een nadere verklaring).
De drie berekende Euler-hoeken zijn te vertalen naar functioneel-anatomische termen
als flexie/extensie, ab-/adductie en endo-/exorotatie (zie § 3.3 voor een voorbeeld).
Deze vertaling is afhankelijk van de gekozen definitie van de Euler-hoeken en van

de gekozen rotatievolgorde.



3.2 Wiskundige beschrijving

Beschouw codrdinaten Lgl=(xgl, Yal» zgl)" van een punt in een globaal, cartesisch codrdi-
naatstelsel Ej en codrdinaten X,,;=(Xjq, ¥j0» z,)* vandat puntin een lokaal, lichaamsvast
coordinaatstelsel E,, (lokaal is afgekort als lo en globaal als gl). Het verband tussen

deze twee codrdinaten is:

1=R*_x_l°+g (3.1)

met:

Xy

R een (3*3) orthonormale rotatiematrix: R'=R"! (t betekent getransponeerd
en -1 betekent geinverteerd).

p=(P, Py, p,)t, de positie van de oorsprong van E,;  gemeten ten opzichte van
Eg.
De positie en stand van het lokale codrdinaatstelsel E, ten opzichte van het globale

coordinaatstelsel is in figuur 3.3 weergegeven.

Figuur 3.3 De positie en stand van een lokaal coérdinaatstelsel ten opzichte van een
globaal codrdinaatstelsel

We veronderstellen, net zoals in § 3.1, een lokaal coérdinaatstelsel verbonden met het
proximale (E, ) en een lokaal codrdinaatstelsel verbonden met het distale (E,, 4) li-
chaamssegment.

Met behulp van formule (3.1) geldt dan:



Xg = Rp*x, + Dy (3.2)
met:
Xp=(Xps Yp» zp)‘, coordinaten van een punt in het proximale lokale co-
ordinaatstelsel.
t )
gp=(pp xs Ppys Pp .)'» de positie van de oorsprong van E,, p gemeten ten

opzichte van E gl

Xq = Rg*X4 + Dg 3.3)
met:
Xq=(Xg> Yg» zd)‘, coordinaten van een punt in het distale lokale coordi-
naatstelsel.
R4=(Pq x> Pd,y> pd,,)‘, de positie van de oorsprong van E,, 4 gemeten ten

opzichte van Egl.

Combinatie van de formules (3.2) en (3.3) levert de beweging van het distale segment

ten opzichte van het proximale segment:

Ro*X, +D, = Ry*xg+Dg ¢ Xp= R ‘+Rg*x4 + R ' x(Dg-Dp)

of:
Xp = Rgewricht *X4q * Pgewricht (3.4)
met:
_ t
Rgewricht - Rp *Rd

Qgewricht = Rpt *(Qd'p.p)

De rotaties in het gewricht liggen vast als we bovenstaande rotatiematrix Rgeyricht
weten. Deze rotatiematrix, in het vervolg R genoemd, is te beschouwen als het produkt
van drie afzonderlijke rotatiematrices. Vermenigvuldiging van deze drie matrices geeft

R in componentvorm:

Rijk=Ri(¢i) *Rj(¢j)*Rk(¢k)§ (3.5)



of in matrixvorm:

R, R, R,

Ry~ R: Ry Ry
Ry R R,

De rotaties om de codrdinaatassen worden voorgesteld door ¢;, ¢;, ¢,. De term ijk
staat voor de rotatievolgorde, waarbij aan i, j en k het getal 1, 2 of 3 is gekoppeld.
Een 1 betekent een rotatie om de x-as, een 2 een rotatie om de y-as en een 3 een rota-
tie om de z-as. Een hoek ¢, betekent dus een rotatie ¢ om de y-as. Als de rotatievolg-
orde 231 is, dan wordt de rotatie ¢, als eerste uitgevoerd. Een rotatie om een coordi-
naatas kan worden weergegeven door een matrix. De drie afzonderlijke rotatiematrices

zijn:

1 O 0
R($)= 0 cosp, -sind,| ; een rotatie om de x-as

0 sind, cosp,

cosp, O sind,
R(@)4{ 0 1 o0 ; een rotatie om de y-as

~sing, 0 cosd,

cos$p, -sind, O
Ry($,)=|sind; cosp, O
0 0 1

; een rotatie om de z-as
(3.6)
Aangezien matrixvermenigvuldiging niet commutatief is, dat wil zeggen A *B# B*A,

zal er bij een andere rotatievolgorde van ¢, ¢j en ¢, een andere rotatiematrix R ont-

staan.
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Zoals in § 3.1 al vermeld, bestaat er enige onduidelijkheid over de naamgeving van
de drie rotatiehoeken. De hoeken behoren Euler-hoeken genoemd te worden indien
in formule (3.5) geldt dat i=k (tweemaal rotatie om dezelfde as). Indien i#k is de juiste

naam voor de drie hoeken Cardan- of Bryant-hoeken.

Eriseenalgemene berekening van de componenten R;;, van de rotatiematrix te geven.
Eensplitsing is hierbij te maken ineencyclischeeneen niet-cyclische rotatievolgorde.
In het cyclische geval is ijk gelijk aan 123, 231 of 312. Een 123 rotatievolgorde wil
zeggen: eerst een rotatie ¢, om de x-as, gevolgd door een rotatie ¢, om de (geroteerde)

y-as en tenslotte een rotatie ¢3 om de (tweemaal geroteerde) z-as.

De componenten van R in het cyclische geval zijn:

R,+R,;=(1 +sing; ) sin(¢; + ;) R,;-R;=(1 -sind;) sin(¢; - ;)
R;-R,;= (1+sind;) cos(d; +b,) R;+Ry;= (1-sing;) cos(¢; - é,)
R, =sin¢j

R, =cos¢jcos¢k

R, = —cosd)jsind)k
Ry, = coscbjcoscbi R.

"~ —cos¢jcos¢i
3.7

Om bovenstaande vergelijking overzichtelijk weer te geven, is gebruik gemaakt van
goniometrische formules.
Als de rotatievolgorde niet-cyclisch is (ijk is gelijk aan 321,213 of 132), kande cycli-

sche beschrijving met de volgende wiskundige operatie verkregen worden:

Rijk(¢i’ ¢j9 ¢k) = Rkji('¢ks '¢j, ‘¢i)t (3-8)
Sommige componenten van R zijn gelijk aan nul indien ¢j=t1r/2. In dat geval treed
een singulariteit op. Deze singulariteit staat bekend als de Gimbal-Lock. Dichtbij

deze singulaire waarden zal een kleine variatie in ¢; overeenkomen met een grote vari-

atie 1n Rl]k'
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Tevens heeft formule (3.7) in de niet-singulaire gevallen twee oplossingen, te weten
{¢;, ¢j, ¢, ) en{pxm, 7r¢¢j, ¢, £7). In de anatomie staat dit bekend als Codman’s Paradox.
De singulariteit in ¢;=%m/2 is te vermijden door de hoek ¢j te koppelen aan kleine

rotaties. Denk hierbij bijvoorbeeld aan endo-/exorotatie in het kniegewricht.

Met behulp van formules (3.5), (3.6), (3.7), en (3.8) kan de rotatiematrix R worden
bepaald. Tevens is er met deze formules een vergelijking mogelijk tussen de zes ver-
schillende rotatievolgorden. In tabel 3.1 is het resultaat van enkele vergelijkingen weer-
gegeven. De Euler-hoek ¢, stelt een rotatie om de X-as voor (flexie/extensie), ¢, een
rotatie om de Y-as (ab-/adductie) en ¢3 een rotatie om de Z-as (endo-/exorotatie).
De X-, Y- en Z-as zijn de codrdinaatassen van een globaal codrdinaatstelsel. Een
positieve hoek ¢, staat voor flexie, een positieve hoek ¢, voor abductie en een positieve
hoek ¢, voor endorotatie. De drie Euler-hoeken zijn voor de zes verschillende rotatie-
volgorden bepaald. Uitgangspunt is de 123-rotatievolgorde. De Euler-hoeken voor
de andere rotatievolgorden zijn berekend met een computerprogramma (zie bijlage
1). Dit computerprogramma bestaat uit twee subroutines. De eerste subroutine berekent
de rotatiematrix, die bij een willekeurige rotatievolgorde behoort. De tweede sub-
routine berekent vervolgens vanuit deze rotatiematrix de hoeken, die in de overige
vijf mogelijke rotatievolgorden dezelfde rotatiematrix zou opleveren. De zes rotatie-
volgorden zijn aan de hand van de berekende hoeken te vergelijken.

Bij de eerste berekening zijn alle hoeken klein gekozen, terwijl bij de tweede en de
derde berekeningen de hoek ¢, groot (in beide gevallen 60.0°) en de hoeken ¢, en

¢, klein zijn gekozen. Bij de vierde berekening zijn alle drie de hoeken groot gekozen.
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Tabel 3.1 Vergelijking van de rotatievolgorden aan de hand van berekende Euler-

hoeken
rotatievolgorde
Euler-
berekening hoeken (°) 123 231 312 213 132 312
¢, 5.0 5.1 7.4 4.9 7.7 7.5
1 Pq 10.0 8.6 84 100 103 8.3
b3 15.0 15.8 149 159 14.8 16.0
é, 60.0 59.6 60.0 58.5 60.0 60.4
2 ?, 10.0 5.0 100 194 10.0 5.0
bs 0.0 8.6 0.0 16.7 0.0 8.7
¢, 60.0 63.9 57.5 58.5 63.6 59.7
3 ?q 10.0 -13.1 -23.6 194 106 -12.4
P 20.0 18.2 38.8 36.7 19.7 18.6
¢, 30.0 40.0 47.8 225 583 48.2
4 ?y 40.0 10.1 9.0 44.1 47.6 6.0
¢3 40.0 53.4 47.1 60.4 29.5 53.8

De verschillen tussen de diverse rotatievolgorden zijn klein, indien alle hoeken klein

zijn (zie berekening 1). Bij de andere berekeningen zijn er echter grote verschillen

waarneembaar, met name indien drie hoeken groot zijn (berekening 4).

De stand van een lichaamssegment kan ook worden beschreven aande hand van (4 *4)-

transformatiematrices. Een (4 *4)-transformatiematrix [T] 'transformeert’ een lokaal

codrdinaatstelsel naar een globaal coérdinaatstelsel. Het wezenlijke verschil tussen

deze beschrijving en die van formule (3.1) is dat de positie van de oorsprong van

het lokale coordinaatstelsel (gemeten ten opzichte van het globale codrdinaatstelsel)

én de componenten R;; vanR in één matrix zijn geplaatst. Deze (3 *4) matrix wordt

dan aangevuld met de vergelijking 1=1, zodat een (4+4) matrix ontstaat.

Formule (3.1) ziet er dan als volgt uit:
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1
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21 R. R. R, U1

P, Ry Ry Ry

of.  [LxpYgzpl =[T] * [1,x,,,10:2,)

o

3.9)

Zoals de rotatiematrix R te beschouwen is als het produkt van drie afzonderlijke rota-
tiematrices, zo kan een transformatiematrix beschouwd worden als het produkt van
afzonderlijke transformatiematrices. Deze matricesstellen basis-transformaties voor.
Figuur 3.4 verduidelijkt dit.

De beide genoemde beschrijvingsmethoden verschillen alleen in notatie. Het doel van

beide is de bepaling van de gewrichtsrotaties in termen van Euler-hoeken.

Figuur 3.4 De relatieve beweging van twee lichaamssegmenten onderverdeeld in
afzonderlijke transformatiematrices

(T)={T ] *[T]*[T3]*[Te]*[Ts]*(Te]

Rest nu de vraag hoe we de rotaties (lees Euler-hoeken) in het gewricht daadwerkelijk
bepalen. Dit gaat als volgt. We definiéren ten opzichte van een globaal codrdinaatstelsel

een codrdinaatstelsel vast in het lichaamssegment proximaal alswel een coordinaatstelsel
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distaal van het gewricht, elk met behulp van drie of meer markeerpunten. Twee ma-
nieren om een lokaal codrdinaatstelsel te definiéren met behulp vandrie markeerpun-
tenzijn weergegeven in figuur 3.5. Belangrijk isdat minimaal één coordinaatas nauw-
keurig wordt vastgelegd. De andere twee codrdinaatassen kunnen op basis van orthogo-
naliteit, via het uitwendige vectorproduct, worden berekend.

In het algemeen gaat men er vanuit dat de assen van de lokale coérdinaatstelsels in
de beginstand van de beweging evenwijdig zijn met die van het globale codrdinaatstel-
sel. In de eindstand zijn de lokale coérdinaatstelsel gewoonlijk niet meer evenwijdig
aan het globale codrdinaatstelsel én niet meer evenwijdig aan elkaar als het gevolg

van de relatieve beweging van beide lichaamssegmenten.

Figuur 3.5 Twee manieren ((a) en (b)) om met behulp van drie markeerpunten met
bekende posities P; ten opzichte van het globale codrdinaatstelsel de
eenheidsvectoren van een lokaal codrdinaatstelsel vast te leggen. Hierbij
is || (....) | een genormeerde vector, dat wil zeggen een vector met lengte
1. De y-as is bij beide manieren gericht van markeerpunt 3 naar
markeerpunt 1. In (a) staat de x-as loodrecht op het vlak opgespannen
door markeerpunten 1, 2 en 3. In (b) staat de z-as loodrecht op genoemd
vlak. De derde as kan met het vectorproduct van de twee reeds vastgelegde
assen worden berekend

a Yo o
o L
X, X,
xlo'l(P)'Pl)x(Pz-P‘” X10=(210) X (¥4,)
hu‘“Pl—P’(” ) Y1o=1(P-Py) |
Z)0= (¥10) % (X10 Z,,=1(P,-P)) x(Py-P)) |

Na meting van de markeerpuntposities van de (geroteerde) lokale codrdinaatstelsels
kunnen de drie Euler-hoeken worden bepaald. Daarbij worden drie stappen onder-

scheiden, welke in het resterende deel van de paragraaf worden besproken.
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STAP 1. berekening van de rotatiematrix en de positievector met betrekking tot het
proximale segment (formule (3.2)) en het distale segment (formule (3.3)).

Bekend bij deze berekening zijn de coordinaten van n markeerpunten, bevestigd op
het proximale (lp,i
van het betreffende lichaamssegment. De coérdinaten in de begin- en eindstand wor-

)alswel hetdistale (x4 ;) lichaamssegment, inde begin- eneindstand

den weergegeven door X, ; respectievelijk Yio,i (xp;en ¥, ; voor proximaal en x4 ; en
Yg4; voor distaal), met i=1,2,...,n en n>3.

Voor de berekening van R4, pyen Rp, D, moet de onderstaande procedure tweemaal,
eenmaal voor het proximale en eenmaal voor het distale lichaamssegment, worden
uitgevoerd (Spoor & Veldpaus, 1980; Veldpaus et al., 1988; Soderkvist, 1990).

. berekening van de begin- en eindstandcodrdinaten x,  en y,.:

x,o=lz (x,)

Ry

1 n
X, =;E ()ZW)

i=1

(3.10)

. berekening van de zogenaamde kruisdispersiematrix Z:

z=3 &, -xlo)(!lo,i -3,

i=1

(3.11)
. een Singuliere Waarde Decompositie van de kruisdispersiematrix Z in een diago-
naalmatrix M en twee orthonormale matrices U en V:
Z=UMV*

m, 0 O
M= 0 my, O], yi=y',; Ut=U"!
0 0 my

3.12)
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Deze decompositie van de matrix Z berust op de volgende stelling uit de lineaire alge-
bra.

Elke (M *N) matrix A, met hetaantal rijen M groter of gelijk aan het aantal kolommen
N, kan geschreven worden als het produkt van een (M *N) orthogonale matrix U, een
(N *N) diagonaal matrix M en een getransponeerde, orthogonale matrix V.

. berekening van de rotatiematrix R:

R=UV*
(3.13)
. berekening van de positievector p:
p=x,-Rxx,
(3.14)

Voor een bewijs vandeze procedure eneventuele uitzonderingsgevallen wordt verwe-

zen naar de genoemde artikelen.

STAP 2. Berekening van R eyricht €0 Rgewriche Met behulp van formule (3.4) en de

resultaten van de stap 1.

STAP 3. Vergelijking van de berekende rotatiematrix R gy rich; met de gekozen theore-
tische rotatiematrix. De componenten van de gekozen theoretische rotatiematrix zijn
eerder weergegeven in formule (3.7). Voor de duidelijkheid wordt deze formule her-
haald:

R, + R, =(1+sind))sin(¢, + ¢,) R, -R;=(1-sind)) sin(¢, - ;)
R;-R,;=(1+sind;)cos(d; + ;) R, +R,;=(1-sind;) cos(d; - &)
R, =sind;

R, =cosd,cosd,

R, ;= —coscbjsind)k
Ry, = cos<bl.cos<bi R.

k= —cos¢jcos¢,.

(3.7)
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De Euler-hoeken zijn nu met onderstaande formules te berekenen.

- in het cyclische geval:

R.+R.) (R.-R.]
&,= + { (arctan| 47|+ (arctan| 11y
2 R,-Ry| R, +Ry|
(R, -R, (R -R
¢k=l*{(arctan —X_Jily _(arctan e/ M 1} )
2 | Ry~ Ry] | R+ Ry

2*R,
cos($,) *R,, - sin(¢,) *R‘.j -sin(¢) *Rjk +cos($p)*R,,

¢j=arctant

(3.15)
- in het niet-cyclische geval:
R.-R R.-R,
¢‘=—l *{(arctan L_ﬂ )+(arctan _u])}
2 Ry+ Ry Ry~ Ry
R.-R R,-R,.
¢k=l * { (arctan —"‘—J]) - (arctan| 2k Y1)}
2 Rjj+R”‘ R”—Rn
2*R,,
¢, =arctan - :
cos(dy) *R,; —sin(dy) *R;, —sin($)) *R,; + cos(d) *R,,
(3.16)

Bij deze berekeningen zijn eerst de terminale hoeken ¢, en ¢, berekend en vervolgens
de hoek ¢;, de zogeheten ’floating angle’.

Het is ook mogelijk eerst de *floating angle’ ¢j en vervolgens, via deling door cos(d)j),
de terminale hoeken te berekenen, mits ¢j¢1r/2tk1r. Deze berekening wordt hier achter-

wege gelaten.
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3.3 Voorbeeld*

3.3.1 Inleiding

De functionele anatomie van de menselijke bovenste extremiteit is complex. Deze
extremiteit omvat onder andere het schouder- en ellebooggewricht. Deze twee
gewrichten spelen een belangrijke rol bij het positioneren van de hand. De bewe-
gingsmogelijkheden van het schoudergewricht bestaat uit flexie/extensie, ab-/
adductie en endo-/exorotatie. De bewegingsmogelijkheden van het elleboogge-
wricht zijn flexie/extensie en pronatie/supinatie (axiale rotatie van de onderarm).
Daarnaast bezit het ellebooggewricht nog een bij velen minder bekende derde be-
wegingsmogelijkheid, namelijk passieve ab-/adductie. Deze gedwongen beweging
gaat gepaard met flexie/extensie: flexie met abductie en extensie met adductie.
De standbepaling van de bovenste extremiteit vraagt, gezien zijn bewegingsmo-

gelijkheden, om een drie-dimensionale beschrijving.

3.3.2 Methode

De stand van de bovenste extremiteit wordt gemeten met behulp van twee came-
ra’s. Eén camera is evenwijdig aan de X-as en één evenwijdig aan de Z-as van
een orthogonaal globaal coérdinaatstelsel XYZ. De twee camera’s registreren de
posities van markeerpunten.

Naast enkelvoudige markeerpunten direct op de huid zijn er ook speciale con-
structies bevestigd, zogenaamde triades. Drie markeerpunten zijn bevestigd aan
de uiteinden van de triade. Eén markeerpunt is bevestigd in het midden van de
triade.

De markeerpuntposities zijn (zie figuur 3.6):

- 3 4 4 cm mediaal van het acromion (de schoudertop);

- het midden van de buik van de musculus deltoideus (de deltaspier).

* Uit: Langrana, 1981.
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De triadeposities zijn (zie figuur 3.6):

- de distale zijde van de humerus (het opperarmbeen) op de laterale condyl
(buitenste knobbel van het ellebooggewricht);

- de dorsale zijde (handrugzijde) van het radiocarpale gewricht (het polsge-
wricht aan de duimzijde).

De twee triades bepalen twee lichaamsvaste lokale codrdinaatstelsels uvw (zie

figuur 3.7). In figuur 3.7 zijn de twee triades aangeduid met respectievelijk 345

en 789. De v-as is hierbij evenwijdig met de longitudinale as van het lichaams-

segment. Het uw-vlak bevat het gewrichtscentrum.

Figuur 3.6 Positie van de enkelvoudige markeerpunten en de triades
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3.3.3  Analyses en resultaten

Het diagonaal reiken naar een voorwerp is geanalyseerd. De proefpersoon reikte
vanuit een beginpositie/referentiepositie (als figuur 3.6, maar met de handpalm
omhoog gericht) naar een fles op een tafel, de eindpositie.

Voor de analyse van de beweging zijn de Euler-hoeken (4, 8, %) bepaald. In fi-
guur 3.7 is de definitie van de Euler-hoeken weergegeven. De Euler-hoeken
worden berekend uit de posities van de enkelvoudige- en de triademarkeerpun-
ten. De markeerpunten bepalen eenheidsvectoren (i,j,k) in het lichaamsvaste lo-
kale codrdinaatstelsel uvw en eenheidsvectoren (I,J,K) in het globale coérdinaat-
stelsel XYZ. Met behulp van de eenheidsvectoren kunnen de Euler-hoeken wor-
den berekend (zie de § 3.1 en § 3.2 voor een nadere beschrijving). Men is uitge-
gaan van een 312-rotatievolgorde, dat wil zeggen eerst een rotatie ¢ om de w-as,
vervolgens een rotatie § om de (geroteerde) u-as en tenslotte een rotatie ¥ om de

(tweemaal geroteerde) v-as.

Figuur 3.7 Definitie van de lichaamsvaste lokale coérdinaatstelsels uvw en de
Euler-hoeken (¢, 6, ¥)

Z

SHOULDER
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In figuur 3.8 zijn de resultaten voor de ellebooggewrichtsrotaties weergegeven.

Figuur 3.8 De rotaties in het ellebooggewricht bij diagonaal reiken

140 |- ']

100 —

Hoek (gr.)

-20 T T T ]
0.00 0.25 - 0.50 0.75 1.00

Tija (sec.)

De koppeling tussen de berekende rotatiechoeken (¢, 6, ¥) en de anatomische ter-

men is:

1.

22

#, de rotatie om de w-as, in het uv-vlak. Deze rotatie staat voor flexie/ex-
tensie in het ellebooggewricht. Een positieve hoek betekent extensie, een
negatieve hoek flexie ten opzichte van de beginstand (figuur 3.6). Vanuit
deze beginstand is het bewegingsbereik ongeveer gelijk aan +90° tot -80°
(Kapandji, 1983);

g, de rotatie om de u-as, in het vw-vlak. Deze rotatie staat voor passieve
ab-/adductie in het ellebooggewricht. Een positieve hoek betekent adductie,
een negatieve hoek abductie ten opzichte van de beginstand (figuur 3.6).
Vanuit deze beginstand is het bewegingsbereik ongeveer gelijk aan +15°
tot -15° (Kapandji, 1983);

¥, de rotatie om de v-as, in het uw-vlak. Deze rotatie staat voor supinatie/
pronatie in het ellebooggewricht. Een positieve hoek betekent pronatie, een

negatieve hoek supinatie ten opzichte van de beginstand (figuur 3.6). Vanuit



deze beginstand is het bewegingsbereik ongeveer gelijk aan +180° tot -10°
(Kapandji, 1983).

Indien we aannemen dat de fles op tijdstip t=0.8 wordt vastgepakt, bestaat de

beweging van het diagonaal reiken uit:

1.

80° Elleboogextensie vanuit de beginstand, gevolg door 10° flexie. Gezien
het bewegingsbereik van het ellebooggewricht is dit reéel;

70° Passieve elleboogadductie, gevolgd door 40° abductie. Deze getallen ge-
ven aanleiding tot enige discussie, aangezien het bewegingsbereik +15° tot
-15° is. Waarschijnlijk zijn de door de auteur gevonden waarden een factor
tien te groot;

140° Elleboogpronatie. Gezien het bewegingsbereik van het ellebooggewricht

is ook deze beweging reéel.
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4. SCHROEFASSEN

4.1 Algemene beschrijving

In hoofdstuk 3 is de beweging van een lichaamssegment beschreven door middel van
drie Euler-hoeken. Naast Euler-hoeken zijn schroefassen (ook wel helische assen of
assen van rotatie genoemd) beschikbaar voor de beschrijving van de beweging van
lichaamssegmenten. De schroefasmethode is de driedimensionale uitbreiding van de
tweedimensionale momentane rotatiecentrummethode. De laatste methode beschrijft
beweging van een lichaamssegment als een rotatie om een vast punt in de ruimte. Dit
vaste punt wordt het momentane rotatiecentrum genoemd en kan met behulp van de
Reuleaux-methode worden bepaald (zie figuur 4.1 voor een grafische weergave). Als
de beweging van het lichaamssegment ook een translatoire component bezit, dan zal
het momentane rotatiecentrum zich verplaatsen. De opeenvolging van momentane

rotatiecentra wordt centrode genoemd (figuur 4.4).

Figuur 4.1 Bepaling van het momentane rotatiecentrum met behulp van de Reuleaux-
methode. Het draaipunt C is het snijpunt van de twee loodlijnen door het
midden van de lijnen P1-P2 respectievelijk Al1-A2

positie 1

De driedimensionale schroefasmethode is onder te verdelen in:

1. de eindige schroefasmethode;
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2. de momentane schroefasmethode.
Bij de eerste methode wordt de beweging van een lichaamssegment beschreven als
een rotatie om en een translatie langs een gegeven lijn in de ruimte. Deze lijn noemt
men de eindige schroefas (figuur 4.2).
Bij de tweede methode wordt de beweging van een lichaamssegment beschreven aan
de hand van een rotatiesnelheid om en een translatiesnelheid langs een gegeven lijn

in de ruimte. Deze lijn noemt men de momentane schroefas (figuur 4.2).

Figuur 4.2 (a) de eindige schroefas: rotatie 6 en translatie t
(b) de momentane schroefas: rotatiesnelheid w en translatiesnelheid v
nen s zijn de richting van de schroefas respectievelijk de positie van een
punt op de schroefas

a)

Bij beide beschrijvingen is de beweging van het lichaamssegment met behulp van
vier parameters vast te leggen, welke de zes onafhankelijke parameters bevatten die
nodig zijn om driedimensionale bewegingen te beschrijven. De parameters die deein-
dige schroefas vastleggen zijn de rotatie om (¢), de translatie langs (t), de positie van
een willekeurig punt op (s) en de richting van (n) de schroefas.

De parameters die de momentane schroefas vastleggen zijn de rotatiesnelheid om (w),
de translatiesnelheid langs (v), de positie van een willekeurig puntop (s) en de richting

van (n) de schroefas.

25



De parameters s en n zijn vectoren. Vanaf nu worden vectoren weergegeven door
een onderliggend streepje. Een vector wordt voorgesteld met een lengte en een richting
(figuur 4.3). De richting van een vector kan worden ontbonden in elk willekeurig
codrdinaatstelsel. Dit is in figuur 4.3 weergegeven met:

. n,: de component van n langs de X-as;

. ng: de component van n langs de Y-as;

. n,: de component van n langs de Z-as.

Figuur 4.3 Weergave van een vector n en ontbonden componenten in een XYZ-
coordinaatstelsel

2

x/“"<

De parameters n en § bepalen de ruimtelijke positie en stand van een schroefas. Ze
kunnen worden bepaald uit de rotatiematrix, die wederom uit de markeerpuntposities
is berekend (zie paragraaf 4.2 voor een nadere beschrijving). De parameters voor de
rotatie(snelheid)entranslatie(snelheid) beschrijvende beweging van hetlichaamsseg-
ment ten opzichte van de schroefas. De parameters 6 en t van de eindige schroefasme-
thode worden ook bepaald uit de rotatiematrix. De parameters w en v van de momenta-
ne schroefas zijn minder nauwkeurig te bepalen. De reden is dat w en v differentiéle
grootheden zijn. Dit betekentdat deze grootheden een verandering in de tijd voorstel-

len, w een verandering van de rotatiehoek in de tijd en v een verandering van de
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positie in de tijd. De tijdsafhankelijkheid van deze parameters veroorzaakt een hoge
gevoeligheid voor meetfouten van markeerpuntposities. De parameters 6, t, w, v, §
en n kunnen niet worden vertaald naar f unctioneel-anatomische termen. Wel is het
mogelijk om twee bewegingen onderling te vergelijkenaan de hand van deze parame-
ters.

Een opeenvolging van schroefassen noemt men een axode (figuur 4.4).

Figuur 4.4 Voorbeeld van een centrode (a) en axode (b)

b) drie dimensionale beweging: axode

a) twee dimensionale beweging: centrode

4.2 Wiskundige beschrijving

4.2.1 De eindige schroefasmethode

De richting n van, de positie van een willekeurig punt § op, de rotatie 4§ om en de
translatie t langs de schroefas (figuur 4.2) zijn de parameters welke moeten worden
bepaald. De rotatie § om en richting n van de schroefas hangen met elkaar samen vol-
gens de kurketrekkerregel. Deze regel zegt dat bij roteren van een kurketrekker met
rotatiehoek 6, de richting van n gelijk is aan de richting waarin de kurketrekker zich
beweegt. De rotatiehoek # is een rotatie tussen 0 en 7 radialen (tussen 0° en 180°). In
het vervolg wordt het uitwendig produkt van twee vectoren met 'x’, het inwendig
produkt van twee vectoren met '+’ en een vermenigvuldiging met **’ weergegeven.
De beschrijving van de beweging van een lichaamssegment met behulp van de vier

parameters is (figuur 4.5):
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v = w + tn + (1-cosf) nx(nx(w-s)) + sinf(nx(w-s)) voor elke vector w (4.1)
met:
v = coordinaten van een willekeurig punt X op het lichaamssegment aan het
einde van de beweging.
w = codrdinaten van een willekeurig punt X op het lichaamssegment aan het
begin van de beweging.

t, 4, n en s de te bepalen parameters, met n een orthogonale vector: n‘n = 1.

Figuur 4.5 Debeschrijving vande beweging vaneen lichaamssegment metde eindige
schroefasmethode

De beschrijving van de beweging van een lichaamssegment met behulp van de rotatie-

matrix R en de positie p is (analoog aan formule (3.1)):

v=Rx*w +p (4.2)
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Gelijkstelling van de vergelijkingen (4.1) en (4.2) geeft het verband tussen de vier

parameters en R en p:

R*w + p = W + tn + (1-cosf)nx(nx(w-s)) + sind(nx(w-s))  voor elke vector w

(4.3)

Hergroeperen van termen in vergelijking (4.3) en toepassing van ax(bxc) = (a-c)b

- (asb)c levert:

D = tn + (1-cosf)s - sind(nxs) (4.4)

R*w = cosfw + (1-cosf)nntw + sinf(nxw) voor elke vector w  (4.5)
Vergelijking (4.5) is te splitsen in:

H(R-RYw = sinf(nxw) voor elke vector w  (4.6)
$(R+RY) = coséI + (1-cosé)nn* 4.7)

met I een (3*3)-eenheidsmatrix.

De vier parameters van de eindige schroefasmethode zijn op basis van bovenstaande
vergelijkingen te bepalen, waarbij onderscheid te maken is tussen twee oplossingsmo-
gelijkheden, § # O en 6 = O:

1. 6+#0

De parameters zijn:

Ry +Ry+Ryy - 1)

0 =arccos (
2

als <<=
4

6=arcsin(%\/(R,_‘z—1223)2+(R,3—R31)2+(Rn—Ru)2 als Ss% of 623—4“-
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1 Raz'Rm
n= - Rls"Rax
Ry =Ry +(Ryy =Ry, Y +(Ry Ry |Ry; ~ Ry

t

t=npp
S:lnx(nxp)+_Sthxn
2 2(1-cosf)

(4.8)
Indien 6 groter is dan %, is het om numerieke redenen verstandiger n met behulp
van formule (4.7) te berekenen (zie Spoor & Veldpaus (1980) voor een nadere beschrij-

ving).

2. 6=0

De parameters zijn:

t=,/'pT; n=%p; =0
(4.9)

Na meting van de posities van drie of meer markeerpunten per lichaamssegment kun-
nen de vier parameters nu met de volgende twee stappen worden berekend (Soderkvist,
1990):

STAP 1. Het berekenen van Ry richt €0 Pgewricht VOIg€NSs de stappen beschreven aan
het einde van § 3.2.

STAP 2. Het berekenen van 4, t, n en s met de formules (4.8) en (4.9).
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4.2.2 De momentane schroefasmethode

De richting n van, de positie van een willekeurig punt s op, de rotatiesnelheid w om
en de translatiesnelheid v langs de schroefas (figuur 4.2) zijn de parameters welke
moeten worden bepaald. Deze parameters zijn te bepalen door diff, erentiatie van de
rotatiematrix R en de positievector p. Als uitgangspunt neemt men de rotatievector
g en de rotatiesnelheidsvector w. Deze vectoren zijn respectievelijk de rotatie 6 en

de rotatiesnelheid w, welke langs de vector n liggen en zijn ontbonden in een globaal

codrdinaatstelsel:
8 = 6n = (b, b, 6,)" 0<b<m (4.10)
Q = wg = (wx9 wya wz)t (4'11)

Het verband tussen de rotatievector 4 en de rotatiematrix R volgt uit de combinatie
van de formules (4.6) en (4.7):

R© =cos01+ S20A@) + : ';2“9 80’

(4.12)
met:

de lerigte van de rotatievector gelijk aan de rotatie:

0 = /Qt@ = ex2+ey2+ez2

A(f) een scheefsymmetrische matrix, welke als volgt is gedefinieerd:

0 -8, 8,
A®©) = ez 0 _ex
-ey ex 0

I een (3 *3)-eenheidsmatrix.
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De rotatiesnelheidsvector w wordt berekend uit:
A(w)=RR'

(4.13)
met:
de scheefsymmetrische matrix A(w) gedefinieerd als A(¢) in formule (4.12).

een tijdsafgeleide weergegeven met een bovenliggende punt.

Tijdsdifferiéntatie van R als functie van § (formule (4.12)) en substitutie hiervan
in formule (4.13) geeft de rotatiesnelheidsvector als functie van de rotatie en de rota-

tievector:

@=Q©@8

(4.14)
met:

Q(8) als volgt gedefinieerd:

@) - smel+ 1 —coseA(Q) . 1 -sinf/g 96*
6 2 2

I een (3 *3)-eenheidsmatrix.

De vier parameters van de momentane schroefasmethode zijn op basis van bovenstaan-

de vergelijkingen te bepalen:
0=J0'e
n=w/ey
—_nt
v=p'n

s=p+ wxplw?

(4.15)
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De vier parameters zijn niet te bepalen voor w = 0 en problemen treden op voor kleine

waarden van w, omdat deze parameter in de noemer van n en § is te vinden.

Door het meten van de posities van drie of meer markeerpunten op tijdstippen t; en
t;,; kunnen de parameters van de momentane schroefasmethode met de volgende stap-

pen worden berekend (Woltring et al., 1986; Woltring, 1991b).

STAP 1. Het berekenen van Rgewricht(ti)’ Qgewricht(ti) en Rgewricht(ti+l)’ Qgewricht(ti+1)
volgens de stappen beschreven aan het einde van § 3.2.

STAP 2. Het berekenen van fiewricht €N Pgewricht (zie Woltring, 1986).
STAP 3. Het berekenen van w met formule (4.13).

STAP 4. Het berekenen van w, v, n en s met formule (4.15).

4.3 Voorbeeld*

4.3.1 Inleiding

De onderste extremiteit vervult een wezenlijke rol bij de menselijke loopbeweging.
Deze extremiteit omvat onder andere het heup- en kniegewricht. De bewegingsmoge-
lijkheden van deze twee gewrichten zijn ante- /retroflexie, endo-/exorotatie enab-/
adductie respectievelijk flexie/extensie en endo-/exorotatie. Het kniegewricht bezit
nog een derde bewegingsmogelijkheid, namelijk passieve ab-/adductie (analoog aan
de elleboog; zie § 3.3). De standbepaling van de onderste extremiteit vraagt, gezien

het aantal bewegingsmogelijkheden, om een driedimensionale beschrijving.

* Uit: Ramakrishnan & Kadaba, 1991.
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4.3.2 Methode

De stand van de onderste extremiteit wordt gemeten met behulp van het VICON-meet-
systeem, bestaande uit vijf camera’s en bijbehorende computerapparatuur en -pro-
grammatuur. De vijf camera’s registreren de posities van markeerpunten. Naast enkel-
voudige markeerpunten direct op de huid zijn er ook speciale constructies bevestigd.
Deze constructies bestaan uit een riem met daaraan een 10 cm lang stokje bevestigd.
Op het uiteinde van zo’n stokje bevindt zich een markeerpunt. De riem wordt om
het lichaamssegment bevestigd, waardoor het paaltje loodrecht op het huidoppervlak
komt te staan. Het markeerpunt bevindt zich dan op enige afstand van het lichaamsseg-

ment.

De posities van de enkelvoudige markeerpunten zijn (zie figuur 4.6):

- de linker en rechter spina iliaca anterior superior (botpunt aan de voorzijde van
de bekkenkam);

- de linker trochanter major (knobbel van het bovenbeen);

- lateraal van het linker-kniegewrichtscentrum;

- de linker laterale malleolus (enkelknobbel aan de buitenzijde van het been);

- tussen het tweede en derde os metatarsale (middenvoetsbeentje).

De posities van de constructies zijn (zie figuur 4.6):

- L4-L5 tussenwervelschijf (niet in de figuur zichtbaar);

- in het midden aan de laterale zijde van de femur (buitenzijde ban het bovenbeen);

- in het midden aan de laterale zijde van de cruris (buitenzijde van het onderbeen).
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Figuur 4.6 De markeerpunt-en constructieposities (® = markeerpunt; m = gewrichts-
centrum)

433 Analyses en resultaten

De loopcyclus is geanalyseerd. De proefpersoon liep met zijn voorkeursnelheid op
een trottoir-roulant. De begin-/referentiepositie is weergegeven in figuur 4.6.

Voor de analyse zijn de rotatiehoek () om en de richting (n) van de eindige schroefas
ten opzichte van de referentietoestand voor het heup- en kniegewricht bepaald. De
richting van de schroefas is ontbonden langs het globale codrdinaatstelsel. De lengten
van deze componenten, n,, n enn,, zijn bepaald (zie § 4.2 voor de berekeningswijze).
In figuur 4.7 zijn de resultaten voor de beweging van het kniegewricht weergegeven.
Er is geen kwantitatieve koppeling tussen de schroefasparameters en functioneel-

anatomische termen. Er is wel een kwalitatieve koppeling:
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1. de y-component van n (n,) is positief indien de knie in flexie is en negatief indien
de knie in extensie is;

2. de z-component van n (n,) is positief bij endorotatie en negatief bij exorotatie is;

3. de x-component van n (n,) is gedurende de gehele loopcyclus positief, dat wil

zeggen de knie is in passieve adductie.

Figuur 4.7 De schroefasparameters 6 en n (n,, ., n,) bij een loopcyclus

Rotatiehoek 6 (gr.)
60

50:
-
30 :
20

10 1

0 . | r
0 20 40 60 80 100
% Loopcyclus

% Loopcyclus
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S. VERGELIJKING VAN EULER-HOEKEN EN SCHROEFASSEN

In de voorgaande hoofdstukken zijn twee methoden van modelvorming beschre-
ven, de Euler-hoekenmethode en de Schroefasmethode. Deze twee methoden

hebben elk voor- en nadelen.

Het voordeel van het gebruik van Euler-hoeken is de koppeling van deze hoeken
aan functioneel-anatomische termen. De lezer, en de gebruiker, kan zich bewe-
gingen zoals flexie/extensie, ab-/adductie en endo-/exorotatie goed voorstellen.
Resultaten van houdings- en bewegingsonderzoek worden ook voor een leek toe-
gankelijk.

Uit de literatuur blijkt dat de parameters van de schroefasmethode geen directe
kwantitatieve koppeling met functioneel-anatomische termen hebben, met uit-
zondering van de berekende translatie t langs de eindige schroefas die de werke-
lijke translatie in het gewricht is. De andere schroefasparameters hebben een

kwalitatieve koppeling met functioneel-anatomische termen.

Het voordeel van de schroefasmethode is de directe mogelijkheid tot vergelijking
met onderzoek van anderen. De parameters van de schroefasmethode zijn onaf-
hankelijk van de rotatievolgorde en sommige (rotatie 6, translatie t, translatiesnel-
heid v en rotatiesnelheid w) zelfs onafhankelijk van het gekozen coérdinaatstelsel.
De Euler-hoekenmethode is wel afhankelijk van de rotatievolgorde. Grote ver-
schillen tussen de diverse rotatievolgorden zijn waarneembaar, indien twee of
meer hoeken groot zijn (zie tabel 3.1). Een gevolg van deze rotatievolgorde-af-
hankelijkheid is het ontbreken van een directe mogelijkheid tot vergelijking met
resultaten van anderen. Echter met het computerprogramma uit bijlage 1 zijn de

rotatievolgorden te vergelijken.

Naast de genoemde voor- en nadelen van de Euler-hoekenmethode zijn er nog

enkele kleinere (mogelijke) nadelen:

1. het bestaan van twee oplossingen, namelijk {4;, ¢j, é,) en {¢tm, ¢j$7r, Ppxm).
In de functionele anatomie staat dit bekend als de Codman’s Paradox (zie §
3.2);
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2. een singulariteit in ¢j=t1r/2, dat wil zeggen geen oplossing (sommige compo-
nenten van de rotatiematrix zijn gelijk aan nul) indien de tweede rotatie-
hoek gelijk aan 90° is. Deze singulariteit staat bekend als de Gimbal-Lock.
Deze singulariteit kan men echter vermijden door de rotatiehoek ¢>j te kop-

pelen aan kleine rotaties (zie § 3.2).
Een nadeel van de schroefasmethode (§ 4.2.2) is de onbepaaldheid van de para-

meters van de momentane schroefasmethode indien de rotatiesnelheid gelijk of

ongeveer gelijk aan nul is.
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6. CONCLUSIES EN AANBEVELINGEN

Op grond van de voor- en nadelen met betrekking tot de beschreven methoden

van kinematische modelvorming kan worden geconcludeerd dat:

1. de Euler-hoeken methode het voordeel van een goede interpreteerbaarheid
heef't;

7 de schroefasmethode het voordeel van een goede vergelijking met resultaten
van anderen heeft.

Afhankelijk van de gehanteerde criteria kan men een keuze maken uit één van

beide methoden van kinematische modelvorming. Kiest men voor een goede in-

terpreteerbaarheid van de resultaten, dan verdient de Euler-hoekenmethode aan-

beveling. Belangrijk is dan wel een goede definitie van de drie hoeken en de

rotatievolgorde. Vooral het laatste is van belang aangezien een andere rotatievolg-

orde een andere stand van het lichaamssegment betekent.

Vindt men de functioneel-anatomische interpreteerbaarheid van de resultaten van

minder belang en hecht men veel waarde aan vergelijking met resultaten van

anderen, dan verdient de schroefasmethode aanbeveling.
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In deze bijlage is het testprogramma, dat de Euler-hoeken van de verschillende
rotatievolgorden. Uitleg van de te volgen berekening is achter de regels die be-
ginnen met een C of een D geplaatst. Dit testprogramma heb ik ontvangen van

dhr. H.J. Woltring via electronic mailing, en is afkomstig uit:
WOLTRING, H.J. One Hundred Years Photogrammetry in Biolocomotion, In: V.

Tosi & A. Cappozzo (eds). Proceedings of the Symposium on Biolocomotion: a

Century of Research Using Moving Pictures. Formia Italy, 1989. (In print).
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C PRP.FOR, Woltring 1988-02-22

C Purpose:

Cc Fkk Rk

Testprogramme PRP for subroutines HCPR and RPHC, for conversion
between helical or cardanic attitude angles and attitude matri-
ces. The values PHI1, PHI2, and PHI3 denote the input angles,
and 1JK denotes the chosen attitude convention. If 1JK.eq.0,
the helical convention is chosen, if 1JK.eq. +1, +2, or +3, a
cyclic cardan convention i,j,k, with i=1JK is adopted,

Rijk = Ri(PHIi) * Rj(PHIj) * Rk(PHIk)

and if 1JK.eq. -1, -2, or -3, an anticyclic cardan convention
k,j,i, with i=-1JK is adopted,

Rkji = RK(PHIk) * Rj(PHI]j) * Ri(PHIi)

PRP types the 7 attitude conventions and returns to accept new
input. If all angles are zero, PRP terminates.

Reference:
Yo v de e vk e de ek

H.J. Woltring (1989), One Hundred Years Photogrammetry in Bio-
locomotion. In: V. Tosi & A. Cappozzo (Eds), Proc. of the Sympo-
sium on Biolocomotion: a Century of Research Using Moving Pictu-
res (Formia, Italy, April 1989; in print).

OO0OO0ON00O0O0O00000D0000000O00O0O0O00O00O0O0 s NeNe)

o

O

10
700

710

20

o

[cNololelelolololeloelo]

------------------------------------------------- e e ve e e v v e 9 v o o ek e o

PROGRAM PRP

PARAMETER (P1=3.1415926535898, DEGRAD=P1/180.0, RADDEG=180.0/PI)
REAL*8 DSUM, DBLE
DIMENSION P(3), PP(3), R(3,3), Q(3,-3:3)

TYPE 700
FORMAT('$ phi1, phi2, phi3; ijk
ACCEPT 710, P, IJK
FORMAT(3E15.0,15)
IF ( (P(1).eq.0.0).and.(P(2).eq.0.0).and.(P(3).eq.0.0) )
STOP 'PRP: ready'

DO 20 I1=1,3

PP(1) = DEGRAD * P(I) lconvert degrees to radians
CONTINUE

") 1in degrees

CALL HCPR(IJK,PP,R)

DSUM = -3D0
DO 50 I1=1,3
DO 40 J=1,3
DO 30 K=1,3
DSUM = D
CONTINUE
CONT INUE
CONTINUE
RNORM = ABS( SNGL(DSUM) ) /
TYPE 720, RNORM, ((R(I,J),Jd=
FORMAT('O0}|R''R}} =',1PE10.3

SUM + DBLE(R(K,I1))*R(K,J)

9.0
1,3),1=1,3)
/'0 R:',0P3F9.5,2(/4X,3F9.5))
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DO 60 1=-3,3
CALL RPHC(I,R,Q(1,1))
60  CONTINUE

TYPE 730, (I,1=-3,3), ((RADDEG*Q(J,I),1=-3,3),J=1,3)
730 FORMAT('O I :',15,619/
1 ' phi1:',7F9.3/" phi2:',7F9.3/' phi3:',7F9.3/)
GO TO 10

END

C HCPR.FOR, Woltring 1988-02-22
C

c**t****t*******i**********i**i*i********t***ﬁ********tﬁ**********i*tﬁ*i

Subroutine HCPR

Function:
fkdkd ki id

Subroutine to convert a given helical or cardanic set of attitu-
de angles into an orthonormal attitude matrix.

Calling convention:
P2 ITI2ITTII LI L2 222 22 3

CALL HCPR ( 1JK, PHI, R )

Meaning of parameters:
P22 L2 222222222 ddddd

1JK (n Attitude convention switch:
0 : Finite helical rotation angles
+1,+2,+3: Cyclic cardanic convention, i=+l1JK
Rijk = Ri(PHIi) * Rj(PHIj) * Rk(PHIk)
-1,-2,-3: Anticyclic cardanic convention, i=-1JK
Rkji = Rk(PHIk) * Rj(PHIj) * Ri(PHIi)
PHI(3) (I) Input attitude angles
R(3,3) (O Output attitude matrix

AR ERAAARRARRARRRRARRRAARRARRRRARRAARRRRRA AT REAERRRAAARA AR hdhkx

O0000OO0ON0O0000000000O000000O00O0O000O0

SUBROUTINE HCPR ( IJK, PHI, R )

C
PARAMETER (SQRTOL=1E-4) !SQRT(relative machine tolerance)
DIMENSION PHI(3), R(3,3)
SQ(SI) = SI * Sl
c
IF (1JK.eq.0) THEN
c Finite Helical Rotations
SK = SQRT( SQCPHI(1)) + SQ(PHI(2)) + SQ(PHI(3)) ) Itheta
Cl = COS(SK) lcos(theta)
SI = SIN(SK) Isin(theta)
IF (ABS(SK).le.SQRTOL) THEN
CJ = 0.5
sJ = 1.0
ELSE
CJ = 2.0 * SQ( SIN(0.5*SK) / SK ) !(1 - cos(theta))/theta**2
SJ =SI / SK ! sin(theta) /theta
ENDIF
R(3,2) = SJ * PHI(1)
R(1,3) = SJ * PHI(2)
R(2,1) = SJ * PHI(3)

R(2,3) = -R(3,2)

52



R(3,1) = -R(1,3)
R(1,2) = -R(2,1)
Do 20 I1=1,3

CK = CJ * PHI(CI)

R(1,I) = CI

Do 10 J=1,1

SI = CK * PHIWJ)
RCI,J) = R(1,d) + SI
IF (l.ne.Jd) R(J,I) = R(WJ,I) + SI
10 CONTINUE
20 CONTINUE
[ End of Finite Helical Rotations
ELSE
[ Cardanic Rotations
I = MOD(IABS(IJK)-1,3) + 1
J MoD(I,3) + 1
K = MOD(J,3) + 1
IF (1JK.gt.0) THEN
C Cyclic: ijk
S1 SINC PHI(CI))
SJ = SINC PHI(J))
SK SINC PHI(K))
ELSE
c Anticyclic: kji
SIN(-PHI(I1))
SIN(-PHI(J))
SIN(-PHI(K))

[72]
[ 2
noun

COS(¢ PHI(CI))
COS( PHI(J))
COS( PHI(K))
SI * SK
CI * SK
SI * CK
ClI * CK
CJ * CK
CICK - SJ*SISK
R(K,K) = CI * CJ
IF (1JK.gt.0) THEN
€ Cyclic: ijk
R(J,I) CISK + SJ*SICK
R(K,I) SISK - SJ*CICK
R(1,J) = -CJ*sK
R(K,J) SICK + SJ*CISK
R(I,K) SJ
R(J,K) = -SI*CJ
ELSE
(o Anticyclic: kji
R(I,J) CISK + SJ*SICK
R(I,K) SISK - SJ*CICK
R(J,1) = -CJ*sK
R(J,K) SICK + SJ*CISK
R(K,I) = SJ
R(K,J) = -SI*CJ
ENDIF
c End of Cardanic Rotations
ENDIF

(%)
—
w
Fal
LT T T I I [ B 1}

b
~
—
-
(=5
~r
nun

RETURN
END

C RPHC.FOR, Woltring 1988-02-19
c

C**********i****t********i***t**t***ii*******t******t****************t**

C



Subroutine RPHC

Function:
v dededr e e

Subroutine to convert a given orthonormal attitude matrix
helical or cardanic set of attitude angles.

Calling convention:
fhddkdhkhkhkhhbi i

CALL RPHC ( 1JK, R, PHI )

Meaning of parameters:
PTITIITILIL LS AL 22 2 g L2

1JK (1) Attitude convention switch:
0 : Finite helical rotation angles
-1,-2,-3: Anticyclic cardanic convention,

R(3,3) () Input attitude matrix
PHI(3) (O0) Output attitude angles

0OO0O0O0O00000O000O0O000O0000O000000

SUBROUTINE RPHC ( IJK, R, PHI )

Rkji = RK(PHIK) * Rj(PHIj) * Ri(PHIi)

into a

+1,+2,+3: Cyclic cardanic convention, i=+1JK
Rijk = Ri(PHIi) * Rj(PHIj) * Rk(PHIK)

i=-1JK

e e T R IR R L A R S R LR L s Rt d R A S Sttt d d

C
PARAMETER ( TOL=1E-8, SQRTOL=1E-4 ) 'machine tolerances
DIMENSION R(3,3), PHI(3)
SQ(SI) = SI * SI

€

IF (1JK.EQ.0) THEN
c Finite Helical Rotations
PHI(1) = 0.5 * ( R(3,2) - R(2,3) )
PHI(2) = 0.5 * ( R(1,3) - R(3,1) )
PHI(3) = 0.5 * ( R(2,1) - R(1,2) )
= SQRT( SQCPHI(1)) + SQ(PHI(2)) + SQ(PHI(3)) )
CI = AMAX1( -1.0, 0.5*(R(1,1)+R(2,2)+R(3,3)-1.0) )
SK = ATAN2(SI,CI) I theta
1F (SI+CIl.gt.0.0) THEN
c 0 .le. theta .lt. 3*Pl/4
IF (SI.gt.SQRTOL) THEN
CK = SK / SI Itheta / sin(theta)
Do 10 1=1,3
PHI(CI) = CK * PHI(I)
10 CONTINUE
ENDIF
ELSE
c 3*PI/4 .le. theta .le. PI
K 0
cK 0.0
Do 20 1=1,3
IF (ABS(PHI(I)).ge.ABS(CK)) THEN
K I
CK = PHI(I)
ENDIF
20 CONTINUE
Do 30 1=1,3
IF (1.eq.K) THEN
PHI(CI) = R(I,K) - CI
ELSE
PHI(CI) = 0.5 * ( R(I,K) + R(K,I) )
ENDIF

w
o
/]
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CONTINUE
CK = SK/SIGN( SQRT(SQCPHI(1))+SQ(PHI(2))+SQ(PHI(3)) ),CK)
DO 40 1=1,3
PHI(I) = CK * PHI(I)
CONTINUE
ENDIF
End of Finite Helical Rotations
ELSE
Cardanic Rotations
1 MOD(IABS(IJK)-1,3) + 1
J MOD(I,3) + 1
K MOD(J,3) + 1
IF (1JK.gt.0) THEN
Cyclic: ijk

waunn

SIPK = R(K,d) + R(J, 1) I (1+sj)*sin(Pi+Pk)

CIPK = R(J,J) - R(K,I) ! (1+s]j)*cos(Pi+Pk)

SIMK = R(K,J) - R(J,I) ! (1-sj)*sin(Pi-Pk)

CIMK = R(J,J) + R(K,I) ! (1-sj)*cos(Pi-Pk)
ELSE

Anticyclic: kji

SIPK = R(J,K) + R(I,J) 1 (1+sj)*sin(Pi+Pk)

CIPK = R(J,J) - R(I,K) I (1+s]j)*cos(Pi+Pk)

SIMK = R(J,K) - R(1,d) 1 (1-sj)*sin(Pi-Pk)

CIMK = R(J,J) + R(I,K) ! (1-sj)*cos(Pi-Pk)
ENDIF

IF (SQ(SIPK)+SQ(CIPK).gt.TOL) THEN
PIPK = ATAN2(SIPK,CIPK)

ELSE
PIPK = 0.0

ENDIF

IF (SQ(SIMK)+SQ(CIMK).gt.TOL) THEN
PIMK = ATAN2(SIMK,CIMK)

ELSE
PIMK = 0.0
ENDIF
IF (1JK.gt.0) THEN
Cyclic: ijk
PHI(I) = 0.5 * ( PIPK + PIMK )
PHI(K) = 0.5 * ( PIPK - PIMK )
PHI(J) = ATAN2( 2.0*R(I,K),
COS(PHI(K))*R(I,I) - SIN(PHI(K))*R(I,J) -
SINCPHICI))*R(J,K) + COS(PHI(I))*R(K,K) )
ELSE
Anticyclic: kji
PHI(I) = -0.5 * ( PIMK + PIPK )
PHI(K) = 0.5 * ( PIMK - PIPK )
PHI(J) = ATAN2(-2.0*R(K,I),
COSCPHICK))*R(I,I) + SIN(PHI(K))*R(J, 1) +
SINCPHI(I))*R(K,J) + COS(PHI(I))*R(K,K) )
ENDIF
End of Cardanic Rotations
ENDIF
RETURN

END
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Symbolen- en
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Symbolenlijst

= B g"‘

o o

(%2

[T]

U,V

1<

|€

Xgl

X0

Xlo,i
Yio,i

A(9)

getransponeerde van een matrix A

inverse van een matrix A

getransponeerde van een vector a

tijdsgedifferentieerde van a

uitwendig produkt van twee vectoren

inwendig produkt van twee vectoren

produkt vanaen b

het globale codrdinaatstelsel

het lokale codrdinaatstelsel; proximaal E,, , en distaal E, 4
(3+3)-eenheidsmatrix

diagonaal matrix

aantal markeerpunten

richtingsvector van een schroefas

positie van de oorsprong van E,  ten opzichte van E

rotatiematrix

positievector van een willekeurig punt op de schroefas
transformatiematrix

translatie langs de schroefas

orthonormale matrices

translatiesnelheid langs de schroefas

coodrdinaten van een willekeurig punt X op het lichaamssegment aan het
einde van de beweging

coordinaten van een willekeurig punt X op het lichaamssegment aan het
begin van de beweging

coordinaten van een punt in het globale codrdinaatstelsel

coordinaten van een punt in het lokale codrdinaatstelsel; proximaal X, en
distaal x4

markeerpuntcodrdinaten in de beginstand; proximaal x, ; en distaal x4 ;
markeerpuntcodrdinaten in de eindstand; proximaal Ypien distaal yg4 ;
kruisdispersiematrix

scheefsymmetrische matrix als functie van ¢
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1€

60

scheefsymmetrische matrix als functie van w
rotatie om de schroefas

rotatievector

rotatiesnelheid om de schroefas

rotatiesnelheidsvector



Definitielijst

abductie
adductie

beweging

coordinaatstelsel

distaal

dorsaal
eenheidsvector
extensie

flexie

gewricht

globaal codrdinaatstelsel

houding

kinematica

lateraal

lichaamssegment

lokaal codrdinaatstelsel

mediaal
markeerpunt
positie
pronatie
proximaal
rotatie

stand

beweging naar het lichaam toe

beweging van het lichaam af

een verandering van plaats ten opzichte van een bepaald
referentie punt

een systeem om de houding en beweging van
lichaamssegmenten in de ruimte te definiéren.

verder van de romp verwijderd liggend

rugwaarts

vector met lengte 1

strekking

buiging

verbinding tussen twee lichaamssegmenten

willekeurig in de ruimte gelegen codrdinaatstelsel

wijze waarop men het lichaam houd

het deelgebied van de mechanica waarin de beweging
en houding wordt beschreven, waarbij de krachten die
deze beweging en houding veroorzaken buiten beschou-
wing worden gelaten

van het midden af

deel van het lichaam (bijvoorbeeld hand, onderbeen,
been, etc.)

coordinaatstelsel, dat vast met een lichaamssegment is
verbonden

naar het midden toe

punt op het lichaamssegment

ligging in de ruimte

rotatie naar binnen gericht

naar de bevestiging van de ledematen aan de romp toe
cirkelvormige beweging om een as of een punt

wijze waarop men het lichaamssegment houd

61



star lichaam
supinatie

translatie

vector

62

lichaam waarvan de geometrie gedurende zijn beweging
constant is

rotatie naar buiten gericht

rechtlijnige beweging

grootheid die niet alleen een getalwaarde (grootte), maar

ook een richting heeft
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1.1

3.1

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

3.8

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Ruimtelijke positiebepaling van een markeerpunt met
behulp van twee camera’s

Een veel gebruikte definiéring van Euler-hoeken
Volgorde-afhankelijkheid van rotaties

De positie en stand van een lokaal codrdinaatstelsel ten
opzichte van een globaal codrdinaatstelsel

De relatieve beweging van twee lichaamssegmenten
onderverdeeld inafzonderlijke transformatiematrices

Twee manieren om met behulp van drie markeerpun-
ten een lokaal codrdinaatstelsel vast te leggen

Positie van de enkelvoudige markeerpunten en de tria-
des

Definitie van de lichaamsvaste coordinaatstelsels uvw
en de Euler-hoeken

De rotaties in het ellebooggewricht bij diagonaal reiken

Bepaling van het momentane rotatiecentrum met be-
hulp van de Reuleaux-methode

De schroefas

Weergave van een vector n en ontbonden componenten
in een XYZ-coordinaatstelsel

Voorbeeld van centrode en axode

De beschrijving van de beweging van een lichaamsseg-
ment met de eindige schroefasmethode

De markeerpunt- en constructieposities

De schroefasparameterséenn(n,, n,, n,) bijeenloop-
cyclus

eigen maak

eigen maak
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eigen maak

Langrana, 1981b

Langrana, 1981b

Langrana, 1981b

Woltring, 1985

Woltring, 1985

eigen maak

Kinzel, 1983

eigen maak

Kadaba, 1990

Ramakrishnan, 1991
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